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Mathematische Grundlagen
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Ordnungsrelationen
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Beschreibung von Mengen (1)

Unter einer Menge verstehen wir die Zusammenfassung gewisser
Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens.

e Zwei Mengen sind gleich (N = M), wenn sie aus genau
denselben Elementen bestehen.

e Es diurfen nur solche Mengen gebaut werden, bei denen
entscheidbar ist, ob ein gewisses Objekt Element dieser Menge
ist.

Beispiel 1: Die Menge aller naturlichen Zahlen von 3 bis
einschlief3lich 9

Beispiel 2: Die Menge aller Studentinnen und Studenten in dieser
Vorlesung.

Warum ist die ,Menge aller sehr groRen natiirlichen Zahlen“ keine
Menge? Folie 3
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Beschreibung von Mengen (2)

e Besteht eine Menge aus endlich vielen Elementen, so kann
die Menge durch explizite Angabe der Elemente eindeutig
beschrieben werden: N = {3,4,5,6,7,8,9}

e Bei Mengen ist die Reihenfolge ohne Bedeutung: N =
{9,3,8,5,7,6,4}

e Man kann Elemente einer Menge x-mal aufschreiben, ohne dass
sich die Menge &ndert.

¢ (unendliche) Mengen koénnen durch Eigenschaften beschrieben
werden M = {z | z ist eine gerade Zahl}
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Teilmengen

Seien M und N Mengen, so gelten folgende Definitionen:
1. x € M bedeutet z ist Element von M
2. x ¢ M bedeutet z ist nicht Element von M

3. Wenn fur alle x € N gilt x € M, dann ist V eine Teilmenge von
M. Oder kurz N C M.

4. M = N,sogit M c Nund N C M.
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Die leere Menge

Es hat sich als nitzlich erwiesen, die Existenz einer Menge
vorauszusetzen, die kein Element besitzt. Diese Menge bezeichnen
wir als leere Menge 0.

e Fir jede Menge M gqilt: ) ¢ M

e Sei M eine Menge, dann gilt: M ist nichtleer gdw.? (mindestens)
ein x € M existiert.

2genau dann, wenn
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oFirst ePrev eNext elLast eoFull Screen eQuit



Durchschnitt und Vereinigung

Durchschnitt und Vereinigung sind Operationen auf Mengen. Sie
erzeugen aus zwei Mengen (M, N) eine neue Menge.

e Durchschnitt? M NN :={z |z € Mundz € N}

e Vereinigung:® M UN := {z | € M oder z € N}

Ubung: Skizzieren Sie den Durchschnitt und die Vereinigung von
Mengen in der bekannten Form.

aWir werden spater sehen, dass dies der logischen ,und‘-Verknupfung, bzw. der
Multiplikation entspricht.

bwir werden spéter sehen, dass dies der logischen ,oder-Verkniipfung, bzw. der
Addition entspricht.
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Definitionen

L, M und N seien Mengen. Dann gilt:

1) MNnNcM,McCMUN (offensichtlich)
2 MNN=NNM,MUN=NUM (Kommutativgesetze)
B Mn(NNL = (MnN)n L, (Assoziativgesetze)

MU(NUL)=(MUN)UL
4 MNn(NUL)=MnNnN)UMNL) (Distributivgesetz)

Ubung: Lesen dieser formale Beschreibung in ,natiirlicher Sprache"
zum besseren Verstandnis + Aufzeichnen.
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Differenz von Mengen

Die Differenzbildung ist eine weitere Moglichkeit, um aus zwei Mengen

eine ,neue” zu bilden.
M und N seien Mengen. Dann heif3t

M\N:={z|zeMundz ¢ N}

Differenz von M und N.
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Die Potenzmenge

Hat man die Menge M, so kann man alle Teilmengen von M zu
einer neuen Menge, der sogenannten Potenzmenge (2 oder P(M)),
zusammenfassen.

M sei eine Menge. Dann heif3t

P(M) = {N | N c M}

Potenzmenge von M.
Beispiel: Fir M = {1, 2, 3} ist

P(M) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}}.

Kann es leere Potenzmengen geben?
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Relationen, Funktionen, Abbildungen

Paarbildung und Kreuzprodukt

Relationen

Funktionen

Abbildungen
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Paarbildung

Normalerweise beschreibt man einen Punkt in der Ebene durch zwei
Zahlen. Man fuihrt ein Koordinatensystem ein, das aus zwei senkrecht
zueinander stehenden Achsen (zg,x;) besteht. Den Schnittpunkt
der Achsen bezeichen wir als Bezugspunkt. Die Position eines
Punktes in diesem Koordinatensystem lasst sich nun als Abstand zum
Bezugspunkt ausdriicken.

P = (p17p2)

py ist dabei der senkrechte Abstand zum Bezugspunkt auf der z-
Achse. pq ist dabei der senkrechte Abstand zum Bezugspunkt auf der
x1-Achse.

Die Reihenfolge der Komponenten xy und x; ist zu beachten. Der
Punkt (1, 2) ist verschieden zum Punkt (2, 1). (p1, p2) heil3t geordnetes
Paar

Folie 12
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Kreuzprodukt

Sind M und N Mengen, so kdnnen wir die Menge M x N aller
geordneten Paare (z,y) mitz € M und y € N bilden:

M x N :={(z,y) |t € Mundy € N}

Die Menge M x N bezeichnen wir als kartesisches Produkt oder
Kreuzprodukt der Mengen M und N.
Man kann nicht nur zwei Objekte z und y zu einem geordneten
Paar (z,y) zusammenfigen, sondern n Objekte z1,zs,...,z, zum
geordneten n-Tupel (1, o, ..., ).
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Relationen und Funktionen

M und N seien Mengen. Eine Menge R heif3t Relation zwischen M
und N genau dann, wenn R C M x N gilt. Fir z € M und y € N sagt
man auch z und y erfilllen R (oder « und y stehen in der Relation R),
wenn (z,y) € R gilt.

R sei eine Relation. Dann heif3t

D(R) := {z | esgibteiny mit (z,y) € R}
Definitionsbereich von R und
W(R) :={y | esgibteinz mit (z,y) € R}

Wertebereich von R.

Folie 14
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Funktionen
F heil3t Funktion oder eindeutige Relation genau dann, wenn gilt:
e [ ist eine Relation

e Fur alle z,y und z gilt:
(z,y) € Fund (z,z2) € F folgt y = z.

Eine Funktion F wird meist durch eine Signatur eindeutig
beschrieben. Zu der Signatur gehdren:

e Ein Bezeichner der Funktion.
e Angabe des Werte- und Definitionsbereichs.
e Eine Abbildungsvorschrift.

Das Tupel (z,y) einer Funktion f kann auch als y = f(z) bezeichnet
werden. Folie 15
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Injektivit at, Surjektivit at und Bijektivit at

Sei f eine Funktion und Teilmenge von N x M, so sagt man auch f
bildet Objekte aus N auf M ab (f ist Abbildung von N — M). Wir
sagen diese Abbildung ist

surjektiv. genau dann, wenn gilt:
Zu jedem y € N gibt es (mindestens) ein x € M mit f(z) =y

injektiv. genau dann, wenn gilt:
Fir alle z1,xo € M mit f(x1) = f(x2) folgt z; =

bijektiv genau dann, wenn gilt:
f ist surjektiv und injektiv.

Folie 16
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Machtigkeit von Mengen

Sind M und N Mengen, so definiert man:
M und N sind gleichm achtig genau dann, wenn es eine bijektive
Abbildung f : M — N gibt.

Folie 17
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I N
Aquivalenzrelationen

R sei eine Relation auf einer Menge M. Wir definieren nun

o Ristreflexivauf M genau dann, wenn firalle z € M gilt (z, x) €
R.

e R ist symmetrisch auf M genau dann, wenn fir alle x,y € M
gilt:
Wenn (z,y) € Rist, so ist auch (y,z) € R.

e R isttransitivauf A genau dann, wenn fiur alle z,y, z € M gilt:
Wenn (z,y) € Rund (y, z) € R dannist auch (z,z) € R

Folie 18
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Pradikate

P sei eine Relation auf einer Menge M. Statt « € P schreiben wir
kurz Pz, statt x ¢ P schreiben wir kurz —=Pz. Fir jedes Objekt z
kann eindeutig festgestellt werden, ob dieses Objekt in der Relation
enthalten ist. Zu jeder Relation R existiert eine charakteristische

Funktion xg.
| 1 falls Pz
XRT=9 0 falls Pz

Der Wertebereich der charakteristische Funktion kann zu den
Wahrheitswerten { wahr, falsch } interpretiert (ausgewertet)
werden. Mathematisch sind Pradikate ein Synonym fir Relationen.
Umgangssprachlich wird eher die charakteristische Funktion einer
Relation mit dem Begriff Pradikat identifiziert.
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n-stellige Operationen

Jedes f : M™ — M heildt eine n-stellige Operation auf M. Fur
f(a1,...,a,) fuhren wir die abkiirzende Schreibweise fa ein. Eine
0-stellige Operation hat mengenthorethisch die Gestalt {(0,c)} mit
¢ € M und wird auch als Konstante mit dem Wert ¢ bezeichnet.
Am haufigsten werden 2-stellige Operationen angetroffen. Bei diesen
wird das entsprechende Operationssymbol in der Regel zwischen die
Argumente gesetzt. Eine mit o bezeichnete Operation o : M? — M
heif3t

kommutativ ,wennaob=boafiralleabec M
assoziativ. ,wennao (boc) = (aob)ocfiuralle a,b,c e M
idempotent ,wennaoa = aflrallea e M

invertierbar , wenn zu allen a,b € M Elemente z,y € M existieren
Mmitzoa=bund aoy = b ryjie 20
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2-wertige Logik

In der 2-wertigen Logik existieren nur zwei verschiedene
Wabhrheitswerte, namlich wahr und falsch . Wir verwenden fur diese
Wahrheitswerte folgende Reprasentation {1,0}. 1 wird dabei als wahr
interpretiert, 0 als falsch. Operationen auf Wahrheitswerte kdnnen mit
Hilfe einer Wertetabelle beschrieben werden. Sei M = {0,1} und o
eine 2-stellige Operation auf M.

PP OlO
ROl O

0

Nun konnen anstelle von o konkrete Operationen eingeftihrt werden.
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Konjunktion

Semantik: A und B; Sowohl A als auch B
Symbol: A

Umgangssprachlich: ,Und‘-Verknipfung. (Das Ergebnis ist NUR
DANN wahr, wenn alle Operanden wahr sind).
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Disjunktion
Semantik: A oder B
Symbol: Vv
[a[b[avs
0|0 0
01 1
1/0 1
1|1 1

Umgangssprachlich: ,Oder‘-Verkntipfung. (Das Ergebnis ist IMMER
DANN wahr, wenn MINDESTENS einer der Operanden wahr ist.)

Folie 23
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Implikation

Semantik: Wenn A so B; Aus A folgt B

Symbol: —

[a]b[a—b]

0

0 1

e

1 1
0 0
1 1
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Aquivalenz

Semantik: A genau dann wenn B; A dann und nur dann wenn B
Symbol: =

PP OlO
| Ol O

R OlOol
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Antivalenz

Semantik: Entweder nur A, oder nur B
Symbol: +

(a]b]a

Rl—lolo
Rlo|r|lo
olr|r| ol +
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Nihilition

Semantik: Weder A noch B
Symbol: |

ROl O
ROl O

o olo| -
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Unvertr aglichkeit

Semantik: Nicht zugleich A und B
Symbol: T

[a] b atb

Rl oo
| ol o
o|lRr| k| K
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Negation

1-stellige Operation
Semantik: Wenn wahr, dann falsch. Wenn falsch, dann wabhr.
Symbol: -

ZC0

1
0
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Aussagenlogische Formeln

Wir wollen einen Formalismus schaffen, um logische Aquivalenzen
zu erkennen und zu beschreiben. n-stellige Operationen sollen durch
Formeln beschrieben werden. Dazu werden Variablen eingefihrt.
Variablen sind Platzhalter fur die Werte wahr oder falsch und werden
traditionell mit Hilfe der Symbole pg, p1, . . . dargestellt.

Induktive Formelbestimmung

F1 Die Variablen pg,p;1,... sind Formeln, auch Primformeln
genannt.

F2 Sind «, 8 Formeln, so sind auch die Zeichenfolgen (aV ), (aA3)
und —a Formeln.

Folie 30
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Semantische Aquivalenz

Wann sind zwei Formeln «, 5 semantisch aquivalent? Zwei Formeln
a,f sind dann semantisch &quivalent, wenn sie den gleichen
Wertverlauf besitzen, wenn bei gleichen Eingaben, der gleiche
Ausgabewert besitzen. Dies kann mit Hilfe von Wertetabellen
Uberprift werden.

Beispiel: Ist « A o semantisch aquivalent mit a?

(afalanal

0o|0| O
11 1
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Semantische Aquivalenz

Beispiel: verifiziere die Aquivalenz von (p — 1) A (-p — ¢2) und
PAGLV pAQga.

(plalelr—al v v p—a)A(-p—q) |
0 1 0

o

il eliell Ji el e
il eliell Jiell e

OO0 ORI Pk

Rk PR ololo
R ok ok ok
PR ook k| Rk
PR R R R olr
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